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Передмова

Навчально-методичний посібник створено на основі діючої програми з практикуму розв’язання задач та елементарної математики для студентів спеціальності 014.04 Середня освіта (Математика). Його мета – підвищити рівень підготовки студентів, сформувати й розвити математичне мислення, набути практичних навичок з розв’язання ірраціональних рівнянь та нерівностей. Автори намагалися зібрати якомога більше ідей розв’язування рівнянь та нерівностей цього класу. 

Збірник розбито на 4 розділи: „Ірраціональні рівняння”, „Системи ірраціональних рівнянь”, „Ірраціональні нерівності” та „Приклади для розв’язування”. На початку кожного з перших трьох розділів наводяться короткі теоретичні відомості, потім на конкретних прикладах ілюструються різні методи розв’язання типових задач.  В четвертому розділі пропонуються приклади для самостійної роботи студентів, як тренувальні, які містять відповідь, так і завдання без відповідей. Наприкінці посібника наведені завдання для контрольованої та самостійної роботи у вигляді тестових завдань і контрольних робіт. Дана структура видання дає можливість викладачу ефективно застосовувати методичну систему посібника для роботи за кредитно-трансферною системою. 

Викладений у посібнику матеріал дає можливість студентам ліквідувати прогалини у знаннях та вміннях, підвищити рівень своєї математичної підготовки та зрозуміти особливості вивчення даної теми в шкільному курсі математики.

Навчально-методичний посібник може бути використаний учителями та учнями у школах (класах) математичного та природничого профілю, при підготовці до математичних олімпіад та зовнішнього незалежного оцінювання.

Розділ 1.
Ірраціональні рівняння.

Означення. Рівняння f(х1,х2,..,хn)=φ(х1,х2,..,хn) називається ірраціональним, якщо f  і φ – алгебраїчні функції, причому хоча б одна із них ірраціональна функція від невідомих.

Іншими словами, рівняння називають ірраціональним, якщо в ньому окрім додавання, віднімання, множення, піднесення до степеня з натуральним показником зустрічаються також добування кореня з алгебраїчних виразів, які містять невідому.

Наприклад: 
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, та інші.
В елементарній математиці ірраціональні рівняння розв’язуються на множині дійсних чисел.

Розв’язування ірраціональних рівнянь основане на зведені їх до раціональних рівнянь. Таке зведення можна здійснювати двома способами. 

Першій спосіб. 

Формально позбуватись від радикалів, отримуючи раціональне рівняння і розв’язуючи його. При цьому можлива поява сторонніх коренів. При такому розв’язку обов’язково потрібно виконувати перевірку шляхом підстановки знайдених значень змінної в вихідне рівняння. 

Другий спосіб.

Спочатку визначаємо область допустимих значень (ОДЗ) функцій, які входять в рівняння, і умови збігання знаків обох частин рівняння і тільки після цього переходимо до раціонального рівняння.

Часто цей спосіб дає можливість, не розв’язуючи ірраціональне рівняння, визначити, що воно не має розв’язків, або навіть знайти розв’язок.

Приклад 1. Довести, що рівняння не має розв’язків:
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Розв’язок. Арифметичний корінь не може бути від’ємним числом, тому рівняння розв’язків не має.

Приклад 2. Довести, що рівняння не має розв’язків.
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Розв’язок. Ліва частина визначена при 
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. При кожному х величина 
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 більша або рівна нулю, а величина 
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 додатна. Отже, їх сума завжди більша нуля. Тому рівняння розв’язків не має.

Приклад 3. Довести, що рівняння розв’язків не має:
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Розв’язок. ОДЗ:
[image: image14.wmf]404

606

xx

xx

-³£

ìì

íí

-³³

îî


Система не сумісна, тому рівняння розв’язків не має.

Приклад 4 . Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. ОДЗ:
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Можливий Розв’язок тільки при х=2.

Перевіркою переконуємося, що х=2 – корінь даного рівняння. 

Приклад 5 . Розв’язати  рівняння:
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Розв’язок. Запишемо ОДЗ, приєднавши до нього умову збігання знаків обох частин рівняння.
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Система не сумісна.

Відповідь: коренів не має.

Приклад 6 . Розв’язати рівняння:


[image: image19.wmf]2

4353

xxx

+-=+-


Розв’язок. Приєднавши до ОДЗ умову збігу знаків обох частин рівняння, отримуємо:
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Система сумісна при х=4.

Вихідне рівняння при х=4 перетворюється в тотожність.

Відповідь: 4.

Приклад 7 . Розв’язати рівняння:
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Розв’язок. Запишемо рівняння в вигляді: 
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Зліва 
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. Очевидно, Розв’язок можливий лише при х=2. Значення х=2 перетворює рівняння в тотожність.

Відповідь: 2.



В загальному випадку тяжко вказати будь – який універсальний метод розв’язування будь – якого ірраціонального рівняння, так як бажано, щоб в результаті перетворень вихідного ірраціонального рівняння було отримано не просто будь – яке раціональне алгебраїчне рівняння, серед коренів якого будуть і корені даного ірраціонального рівняння, а раціональне алгебраїчне рівняння, одержане із многочленів як можна меншої степені. Бажання одержати раціональне алгебраїчне рівняння, отримане із многочленів як можна меншої степені, цілком природне, так як знаходження всіх коренів ірраціонального алгебраїчного рівняння саме по собі може бути цілком тяжкою задачею, розв’язувати яку повністю ми зможемо лише в дуже обмеженому числі випадків.
Методи розв’язання ірраціональних рівнянь.
Одним з самих простих прийомів розв’язання ірраціональних рівнянь являється метод визволення від радикалів шляхом послідовного зведення в відповідну натуральну степінь, при цьому, якщо обидві частини підносяться до непарної степені, то отримується рівняння, еквівалентне вихідному; якщо ж обидві частини рівняння підносяться до парної степені, то отримане рівняння може виявитись не еквівалентне вихідному рівнянню. В цьому легко переконатись, якщо піднести обидві частини рівняння f(x)=g(x) в будь – яку парну степінь 2n. В результаті цієї операції отримуємо рівняння [f(x)]2n=[g(x)]2m множина розв’язків якого представляє собою об'єднання множин розв’язків двох рівнянь f(x)=g(x) і f(x)=-g(x). Але не дивлячись на цей недолік, саме процедура піднесення обох частин рівняння до деякої  (часто до парної) степені виявляється самою розповсюдженою процедурою зведення ірраціонального рівняння до раціонального рівняння. 
1. Рівняння виду 
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Обидві частини підносяться до степені k=НСК(n;m) – найменше спільне кратне чисел n і m. 

Приклад 8 . Розв’язати рівняння. 
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Розв’язок. 1-й спосіб. Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату
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Перевірка. 1) Нехай х=3.
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                   2) Нехай х=11.

х=11 – сторонній корінь, а х=3 задовольняє рівнянню.

                  2-й спосіб. Вихідне рівняння рівносильне системі
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Відповідь: 3.

Приклад 9 . Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Піднесемо обидві частини рівняння до степені 6=НСК(2;3).
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Підбором знаходимо корінь х=5, отримуємо 
[image: image32.wmf]2
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Рівняння 
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 коренів не має.

Перевіркою переконуємося, що х=5 корінь заданого рівняння.

Відповідь. 5.

2. Рівняння виду 
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Приклад 10. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату.


[image: image37.wmf]2322(2)(32)16

xxxx

++-++-=



[image: image38.wmf]2

34482

xxx

+-=-

,
знову підносимо в квадрат 

[image: image39.wmf]22

2

34464324

36680

xxxx

xx

+-=-+

-+=


Находимо х1=2, х2=34.

Перевіркою переконуємося, що тільки значення х=2 задовольняє вихідному рівнянню, для х=34 при повторному піднесенні до квадрату було порушено правило збігу знаків.

Відповідь: 2.

Приклад 11. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. 1-й спосіб. Піднесемо обидві частини рівняння до квадрату, маємо:
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Знову піднесемо до квадрату. Маємо:
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Робимо перевірку і переконуємося ,що х1 – сторонній корінь, а х2 – задовольняє дане рівняння. 

Відповідь: х=1.

                  2-й спосіб. Запишемо рівняння в вигляді: 
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Це рівняння рівносильне системі:
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, звідки
Права частина рівняння при будь-якому х більша або рівна нулю, тобто, необхідно доповнити систему ще одною додатковою умовою.
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Система має єдиний Розв’язок х=1, яке і являється коренем даного рівняння.

Відповідь: 1.

3. Рівняння вигляду 
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Рівняння такого вигляду розв’язуються, як правило, наступним чином. Підносяться обидві частини рівняння до кубу і отримують рівняння 
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В цьому рівнянні заміняють вираз 
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, який являється правою частиною вихідного рівняння, на 
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, яка являється правою частиною. В результаті отримуємо рівняння:
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яке являється наслідком вихідного рівняння (так як розв’язується при умові 
[image: image53.wmf]33

()()()

fxgxx

f

+=

). Тому виникаюче раціональне рівняння може мати сторонні корені, тому обов’язкова перевірка ірраціонального рівняння. 

Приклад 12. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Піднесемо обидві частини до кубу
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за умовою 
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Перевірка:

1) Нехай х=0, 
[image: image60.wmf]33
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2) Нехай х=1, 
[image: image61.wmf]33
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Відповідь: 1.

Приклад 13. Розв’язати рівняння.
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32426

xxx

+-+=


Розв’язок. Піднесення до кубу обох частин рівняння дає


[image: image63.wmf]33
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Використовуючи дану умову, отримуємо 


[image: image64.wmf]3
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[image: image66.wmf]12,3
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Перевіркою переконуємося, що значення х=–6 являється стороннім коренем.

Відповідь: 1.

Приклад 14. Розв’язати рівняння. 
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Розв’язок. Позначимо 
[image: image68.wmf]33
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Тоді за умовою а+b=5.
Крім цього, a3+b3=x+7+28–x=35, 

Отримуємо систему рівнянь


[image: image69.wmf]333
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Находимо два кореня a1=2, b1=3, a2=3, b2=2.

Вертаючись до підстановки x=a3–7 (або x=28–b3), отримуємо х1=1, х2=20.

Відповідь: 1; 20.

Приклад 15. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Позначимо  
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Тоді за умовою    a+b=1
Крім цього, 
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Підходимо до системи рівнянь
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Розв’язуючи перше рівняння системи, находимо а1=0; а2=1; а3=-2. повертаючись до підстановки 
[image: image74.wmf]3
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, отримуємо х1=2; х2=1; х3=10. 

Відповідь: 1;2;10.

Інколи стандартний спосіб розв’язання ірраціональних рівнянь приводить до громіздких обчислень. Можливо спростити обчислення введенням допоміжного невідомого. 
4. Метод введення допоміжного невідомого.

Приклад16. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Позначимо 
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Після цього рівняння має вид: 
[image: image78.wmf]2
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Розв’язуючи його, маємо 
[image: image79.wmf]2
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, але у1 не задовольняє умові. Вертаючись до підстановки, отримуємо х=6.

Відповідь: 6.

Приклад 17. Розв’язати рівняння
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Розв’язок. Позначимо 
[image: image81.wmf]3
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, тоді 
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Після підстановки рівняння має вид 
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, звідки
[image: image84.wmf]2
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. Корені цього рівняння у1=–1, у2=–4. вертаючись до підстановки, находимо х1=4, х2=
[image: image85.wmf]4
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 Відповідь: 
[image: image86.wmf]4
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; 4.

Приклад 18. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Виконаємо заміну: 
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. Отримуємо рівняння: 
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. Найдемо корені: у1=6, у2=3.

Повертаючись до підстановки, отримуємо: 
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Відповідь: 81; 1296.
Приклад 19. Розв’язати рівняння
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Розв’язок. Зробимо підстановку 
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Тоді 
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В результаті отримуємо 
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. Після  перетворення маємо: 
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  При  z ≥ 0   маємо 
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Отримане рівняння рівносильне сукупності двох систем: 
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Вертаючись до підстановки, маємо
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Відповідь: 
[image: image102.wmf]3
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Приклад 20. Розв’язати рівняння.


[image: image103.wmf]2

87

7

11

xx

x

xx

+

++=

++


Розв’язок. Запишемо рівняння в вигляді
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Зробивши заміну 
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8

xxt

+=

, отримуємо рівняння 
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Це рівняння має єдиний корінь t=9.

Повертаючись до змінної х, маємо 
[image: image107.wmf]2
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. Значення х=–9 – сторонній корінь.

Відповідь: 1.

Приклад 21. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Позначимо 
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. Очевидно, у > 0. Тоді 
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Вихідне рівняння приймає вигляд  
[image: image111.wmf]2
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, звідки y1=2, y2=–3

Так як у > 0, то у = 2. Маємо 
[image: image112.wmf]132
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Розв’язуючи це рівняння, знаходимо х=1. 

Відповідь: 1.

Приклад 22. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок: Позначимо 
[image: image114.wmf]5
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Знаходимо у =2, тоді х=32.

Відповідь: 32.

Приклад 23. Розв’язати рівняння 
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Розв’язок. Розділимо почлено чисельник на знаменник; отримаємо 
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Введемо заміну 
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Маємо 
[image: image119.wmf]18
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, перетворюючи рівняння маємо 
[image: image120.wmf]2
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 . Звідки 
[image: image121.wmf]12
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  (y2 не відповідає умові заміни). Вертаємося до підстановки:
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Відповідь: 
[image: image123.wmf]121
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Зауваження:

В рівнянні 
[image: image124.wmf]11

xa

xa

+=+

 корені 
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В рівнянні 
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 корені 
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Отже, якщо праву частину рівняння виду 
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 записати в вигляді суми взаємно обернених чисел, то доданок лівої частини рівняння можна находити усно, не вводячи заміни.

Приклад 24. Розв’язати рівняння.  
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Розв’язок. Запишемо рівняння в вигляді 


[image: image130.wmf]22
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Отримали однорідне рівняння. Так як х ≠ –2, то, поділивши обидві частини рівняння на 
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Зробимо підстановку 
[image: image133.wmf]4
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Рівняння приймає вигляд 
[image: image134.wmf]2
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, звідки 
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(не відповідає умові). Вертаючись до підстановки, маємо 
[image: image136.wmf]4

92

363

x

x

-

æö

=

ç÷

+

èø

 , звідки х=25.
Відповідь: 25.

Приклад 25 . Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Запишемо праву частину в вигляді суми 
[image: image138.wmf]1
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 отримаємо сукупність двох рівнянь: 
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Розв’язавши ці рівняння, маємо: 
[image: image140.wmf]8357
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Відповідь: 
[image: image141.wmf]8357
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Приклад 26 . Розв’язати рівняння. 
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Розв’язок. Записавши  праву частину рівняння в вигляді суми 
[image: image143.wmf]1
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, отримаємо сукупність рівнянь: 
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Розв’язуємо ці рівняння. Друге рівняння не має коренів.
Відповідь. 
[image: image145.wmf]9145
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5. Розв’язок ірраціональних рівнянь виду


[image: image146.wmf]22
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Розглянемо один із способів розв’язку цього рівняння. 

Приклад 27 . Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Різниця підкорінних виразів рівна 
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Запишемо її в вигляді 
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За умовою 
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через це 
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Додавши праву і ліву частини рівняння, отримаємо
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Розв’язавши рівняння, отримаємо 
[image: image155.wmf]12
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Перевірка. Нехай х=1, тоді 
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Нехай х=
[image: image157.wmf]19
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, тоді
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Відповідь. 1, 
[image: image159.wmf]19
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6. Метод похідної пропорції.

Теорема. Якщо задана пропорція 
[image: image160.wmf](0,0)
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, то виконуються рівності:
1. 
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2. 
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3. 
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які називаються похідними пропорціями.

Приклад 28 . Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Складемо похідну пропорцію. (3)
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2

42426

12

22

xx

xxx

--

=

--

;
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Розглянемо в чисельнику суму квадратів 
[image: image167.wmf]2
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 Знаменник – подвоєний добуток.
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Застосуємо похідну пропорцію (3) 
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Застосуємо до кожного рівняння ще раз пропорцію (3), отримаємо
1) 
[image: image171.wmf]2
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. Розв’язком цього рівняння є порожня множина.
2) 
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Перевіркою переконуємося, що корінь –1,2 являється стороннім для даного рівняння. 

Відповідь: 3.

Зауваження. Механічне використання метода похідної пропорції призводить до втрати коренів. Щоб уникнути цього, потрібно пам’ятати, що з пропорції 
[image: image177.wmf](0,0)
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 слідує існування  похідної пропорції 
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при допоміжній умові a≠–b і c≠–d, тобто 
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Розв’язок рівнянь методом похідної пропорції базується наслідуючи теоремах: 

Теорема 1: Рівняння 
[image: image181.wmf]1212
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 (1)  являється наслідком рівняння 
[image: image182.wmf]11
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(2), якщо при значеннях х, які являються коренями рівняння (2), обидві частини рівняння (1) відмінні від 1. 

Теорема 2: Рівняння 
[image: image183.wmf]1212
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 (1) являється наслідком рівняння 
[image: image184.wmf]11
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 (2), якщо при значеннях х, які являються коренями рівняння (2), обидві частини рівняння (1) відмінні від  –1.

Приклад 29. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. З’ясуємо, коли ліва і права частини пропорції рівна 1. 

Ліва частина 
[image: image186.wmf]32
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=1, якщо х=2.

Права частина 
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, якщо х=2, тобто х=2 – корінь даного рівняння.

Щоб найти інші корені (якщо вони існують), необхідно врахувати, що якщо обидві частини рівняння рівні 1, то не можна використовувати теорему 1. А теоремою 2? Необхідно перевірити, чи існують такі х, при яких обидві частини рівняння рівні  –1?

Ліва частина 
[image: image188.wmf]32
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, якщо х=–3.

Права частина
[image: image189.wmf]52
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, якщо х=–5. 

Нема таких х, при яких обидві частини рівняння одночасно дорівнюють –1. Використаємо теорему 2. 
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35

xx

xx

--

=-

-+

 - рівняння є наслідком даного. х=2 – корінь цього рівняння.

Перевірка. Нехай х=2, 
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Відповідь. 2.

7. Зведення розв’язання ірраціонального рівняння до розв’язання тригонометричних рівнянь.

Заміною невідомого розв’язання ірраціонального рівняння інколи можливо привести до розв’язання тригонометричних рівнянь.

При цьому корисними можуть опинитись слідуючи заміни:

1. Якщо в рівняння входить радикал 
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ax

-

, то можна зробити заміну 
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3. Якщо входить радикал 
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Приклад 30. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. ОДЗ:
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Замінимо 
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На інтервалі 
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Відповідь: 
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Приклад 31. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. 
1. ОДЗ: 
[image: image211.wmf]1

x

>

 

2. Від’ємні х не можуть бути розв’язком рівняння, таким чином розв’язки належать області 1<x<+∞  
3. Зробимо заміна 
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4. 
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Зробимо заміну: 
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[image: image220.wmf]5
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Розв’яжемо рівняння 
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5. 
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Відповідь. 
[image: image232.wmf]55
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.
8. Застосування теореми про границю послідовності для розв’язання рівнянь.
Розглянемо приклади рівнянь, для розв’язку яких застосовується теорема Вейерштрасса: якщо послідовність монотонна і обмежена, то вона має границю.

Приклад 32. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Піднесемо до квадрату обидві частини рівняння і запишемо його в вигляді
[image: image234.wmf]2
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. Ще раз піднесемо обидві частини до квадрату і застосуємо теорему Вейерштрасса: 
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Рівняння прийме вид 
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Розглянемо його як квадратне відносно 
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Розглянуте рівняння рівносильне сукупності двох рівнянь:
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Корінь 
[image: image240.wmf]1
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 не задовольняє даному рівнянню.

Відповідь: 2.

Приклад 33. Розв’язати рівняння. 
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Розв’язок. Замінимо 2 під знаком радикала на вираз 
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. Отримаємо рівняння: 
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. Продовжуючи нескінченно цей процес, отримаємо ряд, який являє собою нескінченну кількість членів:
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Використовуючи теорему Вейерштрасса, отримаємо: 

х+2=4

х=2

Відповідь: 2.

9. Метод підбору
Приклад 34. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Підбором переконуємось, що х=2 – корінь рівняння. Докажемо, що цей корінь єдиний. 
В лівій частині рівняння – монотонно зростаюча функція; в правій – монотонно спадна функція. Графіки таких функцій мають єдину точку перетину. 

х=2 – єдиний корінь.

Відповідь: 2.

10.  Ірраціональні рівняння з двома невідомими
Приклад 35. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Розв’язання рівняння основане на властивості: 
[image: image249.wmf]2;,0
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Дроби в лівій частині представимо в  вигляді:
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Ліва частина більша, або дорівнює 10, права дорівнює 10, це ймовірно лише в тому  випадку, якщо: 
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Розв’яжемо систему:

Розв’язком першого рівняння системи буде 
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Друге рівняння має такий розв’язок: 
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Перевірка: 

1. (1;0)  
[image: image255.wmf]3
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2. (1;2) 
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Відповідь: (1;0), (1;2).
11. Ірраціональні рівняння з параметрами.

Приклад 36. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Задане рівняння рівносильне системі
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Корені квадратного рівняння 
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, є дійсними числами при 
[image: image260.wmf]9

16

a

£

. При 
[image: image261.wmf]9

16

a

>

 розв’язків нема. 
Розв’яжемо нерівність х ≥ а і 
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Якщо 
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 виконується для всіх припустимих значень а. Таким чином, х1 є розв’язком вихідного рівняння при 
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Якщо 
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Таким чином, х2 є розв’язком вихідного рівняння при 
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Відповідь. 
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Приклад 37. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Очевидно, що a>0. Позначимо 
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Тоді підходимо до системи рівнянь:
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Так як a>0 і по смислу b≥0, с≥0, то необхідно а≥2. Із останньої системи находимо:
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Очевидно, допустима множина значень параметра а має вигляд 
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, знаходимо корені рівняння. При 
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Підставляючи значення х1 (або х2) в вихідне рівняння, можна отримати тотожність:
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Відповідь: 
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Приклад 38. Розв’язати рівняння.
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Розв’язок. Перенісши 
[image: image293.wmf]x

 в ліву частину і, піднісши до квадрату обидві частини рівняння, отримаємо 
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Це рівняння рівносильне системі 
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Отже, 
[image: image296.wmf]2
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 - корінь рівняння при умові 
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, тобто якщо а ≤ 0 або а ≥ 8.

Відповідь: 
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Розділ 2.
Системи ірраціональних рівнянь.

Якщо серед рівнянь системи находяться ірраціональні рівняння, то для її розв’язку необхідно звільнитися від ірраціональності. При цьому використовуються методи, які використовували для розв’язку ірраціональних рівнянь.

Приклад 1. Розв’язати систему рівнянь.
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Розв’язок. Додамо почлено ліві і праві частини рівнянь, отримаємо 
[image: image300.wmf]26
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, звідси 
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. Віднімемо ліві і праві частини рівнянь, отримаємо 
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Відповідь: (9;1).

Приклад 2. Розв’язати систему рівнянь.
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Розв’язок. Знайдемо ОДЗ системи 
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. Піднесемо до квадрату ліву і праву частину першого рівняння системі 
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. Віднімемо від першого рівняння системи друге і отримаємо рівняння 
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Відповідь: (4;1), (1;4).

Приклад 3. Розв’язати систему рівнянь.
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Розв’язок. Введемо нову змінну 
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, звідки z1=–5, z2=4.

Вираз 
[image: image321.wmf]5
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 не має сенсу. 

З рівності 
[image: image322.wmf]4
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 находимо 
[image: image323.wmf]16
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.

Виразимо із цього рівняння х і підставимо його в друге рівняння системи: 
[image: image324.wmf]22
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Корені цього рівняння у1=6, у2=10.

Найдемо х: 
[image: image325.wmf]111222
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Відповідь: (10;6), (6;10).

Приклад 4. Розв’язати систему рівнянь.


[image: image326.wmf]3

3

135

37

xy

xy

ì

++-=

ï

í

+=

ï

î


Розв’язок. Введемо позначення 
[image: image327.wmf]3
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[image: image328.wmf]3
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, тоді 
[image: image329.wmf]33
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Додавши почлено ці рівняння, отримаємо:


[image: image330.wmf]3333
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Із другого рівняння системи маємо


[image: image331.wmf]3333
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Розглянемо тотожність 
[image: image332.wmf]333
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і підставимо замість 
[image: image333.wmf]33
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 і  
[image: image334.wmf]pq
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 їх значення 
[image: image335.wmf]33
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, 
[image: image336.wmf]5
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[image: image337.wmf]53535;1590,6

pqpqpq

=+×==

  
Маємо систему рівнянь: 
[image: image338.wmf]5
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Звідки 
[image: image339.wmf]1122
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Повернемося до невідомих х і у, отримаємо


[image: image340.wmf]3
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маємо дві системи рівнянь


[image: image341.wmf]18127
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Розв’язками першої системи являються х=7, у=30, а другої – х=26, у=11.

Відповідь: (7;30), (26;11).
Приклад 5. Розв’язати систему рівнянь

[image: image342.wmf]5
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Розв’язок. Запишемо суму х+у в вигляді 
[image: image343.wmf]2
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З першого і другого рівняння системи маємо:


[image: image344.wmf]2
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Позначивши 
[image: image345.wmf]xyz
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, отримуємо

[image: image346.wmf]2
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[image: image347.wmf]2
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[image: image348.wmf]1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image349.wmf]1
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[image: image350.wmf]2
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.
Отже, 
[image: image351.wmf]6
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. Підставимо значення 
[image: image352.wmf]xy

 в перше рівняння системи. Маємо 


[image: image353.wmf]5
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Розв’язавши систему рівнянь 
[image: image354.wmf]5
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 отримуємо 
[image: image355.wmf]2
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, 
[image: image356.wmf]3
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, звідси 
[image: image357.wmf]1
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, 
[image: image358.wmf]1
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 та 
[image: image359.wmf]3
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, 
[image: image360.wmf]2
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, звідси 
[image: image361.wmf]2

9

x

=

, 
[image: image362.wmf]2
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Відповідь: (4;9), (9;4).

Приклад 6. Розв’язати систему рівнянь.


[image: image363.wmf]4
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Розв’язок. Позначивши 
[image: image364.wmf]4
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, отримаємо систему рівнянь

[image: image365.wmf]44
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Розв’язками якої являються u=1, v=2 і u=2, v=1.

Повертаючись до даних невідомих, маємо


[image: image366.wmf]4
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Отримаємо дві системи лінійних рівнянь:


[image: image367.wmf]151
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 і 
[image: image368.wmf]1516
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Розв’язком першої системи являються х=0, у=–11, а другої –   х=3, у=4.

Відповідь: (0;–11), (3;4).

Приклад 7. Розв’язати систему рівнянь (а – параметр)

[image: image369.wmf]22
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Розв’язок. Піднісши обидві частини першого рівняння до квадрату, отримуємо:


[image: image370.wmf]2
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Тоді друге рівняння системи буде 
[image: image371.wmf]222
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Піднісши тепер друге рівняння вихідної системи до квадрату, отримуємо:


[image: image372.wmf]4
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Із останніх трьох рівнянь находимо


[image: image373.wmf]42
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Якщо а=0, то із другого рівняння системи вихідної системи маємо х=у=0.

Якщо х≠0, то 
[image: image374.wmf]4
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Із рівняння 
[image: image375.wmf]2
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[image: image376.wmf]22
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Із першого рівняння вихідної системи випливає, що при а≥0, 
[image: image377.wmf]22
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при а≤0 
[image: image378.wmf]22
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Відповідь: 
[image: image379.wmf]22
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Розділ 3.
Ірраціональні нерівності.

Нерівність F(x)
[image: image381.wmf]Ú

G(x) називається ірраціональним, якщо F(x) і G(x) алгебраїчні функції від х, причому хоча б одна з них функція раціональна.

Ірраціональні нерівності з одним невідомим можна розв’язувати аналітично, тобто зведенням їх до систем раціональних нерівностей з одним невідомим, або використанням загального метода розв’язку нерівностей з одним невідомим (метод інтервалів).

1. Розв’язок ірраціональних нерівностей зведенням їх до систем раціональних нерівностей (аналітичний метод).
Приклад 1. Розв’язати нерівність.


[image: image382.wmf]51

xx

+<-


Розв’язок. Нерівність рівносильна системі нерівностей: 


[image: image383.wmf]2
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З перших двох нерівностей цієї системи найдемо 
[image: image384.wmf]51
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. Розв’язавши  квадратну нерівність, отримаємо x<–1, x>4.
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Відповідь: 
[image: image386.wmf][

)

5.1

x

Î-


Нерівність виду 
[image: image387.wmf]2
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, рівносильне системі
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Приклад 2. Розв’язати нерівність.


[image: image389.wmf]2
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Розв’язок. Нерівність рівносильна сукупності двох систем:
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[image: image391.wmf]4
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[image: image392.wmf]4
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Відповідь: 
[image: image393.wmf](
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Нерівність вигляду 
[image: image394.wmf]2
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 рівносильна сукупності двох систем нерівностей
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Приклад 3. Розв’язати нерівність


[image: image396.wmf]3
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Розв’язок. Вихідна нерівність рівносильна нерівності
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[image: image398.png]



Відповідь: 
[image: image399.wmf]1
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Нерівність вигляду 
[image: image400.wmf]21
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 рівносильна нерівності 
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Приклад 4. Розв’язати нерівність.


[image: image402.wmf]2
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Розв’язок. Нерівність рівносильна системі нерівностей
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Відповідь: 
[image: image404.wmf](
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Нерівність виду 
[image: image405.wmf]22
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 рівносильна системі 
[image: image406.wmf]()0
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, а нерівність виду 
[image: image407.wmf]2121
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 рівносильна нерівності f(x)<g(x).

Під час розв’язку ірраціональних нерівностей, які містять декілька радикалів користуються способом відокремленням радикалів.

Приклад 5. Розв’язати нерівність.
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Розв’язок. 
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[image: image411.wmf]2
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[image: image412.wmf]2
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[image: image413.wmf]2
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[image: image414.wmf]55
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Відповідь: 
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2. Загальний метод розв’язку нерівностей f(x)>0.

1) Скласти функцію 
[image: image416.wmf]()

fx

.

2) Найти область визначення функції 
[image: image417.wmf]()

fx

.

3) Найти нулі функції, розв’язавши рівняння 
[image: image418.wmf]()

fx

=0.

4) Поділити коренями область значень 
[image: image419.wmf]()

fx

 на інтервали знакосталості функції.

5) Визначити знак функції 
[image: image420.wmf]()

fx

 на кожному інтервалі безпосередньою підстановкою будь – якого одного значення з розглянутого інтервалу в 
[image: image421.wmf]()
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.

6) Розв’язком вихідної нерівності будуть ті з інтервалів, на яких знак функції 
[image: image422.wmf]()
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[image: image423.wmf]()
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>0 або 
[image: image424.wmf]()
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)<0) співпадає зі знаком нерівності, яке розв’язують.

Метод можна використовувати для розв’язку будь – яких нерівностей, якщо можливо найти область визначення функції 
[image: image425.wmf]()
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 і її корені.

Приклад 6. Розв’язати нерівність.


[image: image426.wmf]2
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Розв’язок. 

1) Перенесемо доданок з правої частини нерівності в ліву 
[image: image427.wmf]2
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, позначимо ліву частину нерівності як функцію 
[image: image428.wmf]2
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2) Найдемо область визначення функції   


[image: image429.wmf]2
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[image: image432.png]



D(f)= 
[image: image433.wmf][
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3) Знайдемо нулі функції


[image: image434.wmf]2
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[image: image436.wmf]9185
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 - сторонній корінь (х+3≥0).

4) Розіб’ємо область визначення функції коренями на інтервали, визначимо  знак функції в інтервалах: 

[image: image437.png]



I.     f(-20)>0

II. f(1)<0

III. f(3)>0

Відповідь: 
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Розділ 4

Приклади для розв’язування

Тотожні перетворення ірраціональних виразів

1. Позбавтеся від ірраціональності в знаменнику
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